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္ ِاॐඟّ໌ْ૱ن ِاনඟّ໌࣓م যࡪْم ِا

ا৯د૙ীهٔ پای ଒ ਪی ೯دا ಪࣥواষند. ච໋اردن را او ِ ऑقّ ঈوতندگان، و ষند، ৯دا او ඘േ೸৑ھای ඼෻ॷدن ඟان ॷمار໋ و ৲ماষند او ਬࣥودن భ ।ੂࣨوران ଒ را ਪی ೯دا ণپاس
وબف ଘ و ا॥ت ॰ฬد਩ی ৎࡁ৒ජف او ඘ൈબھای ျণگ. ୀ ग़ࡁ౮ජࢾش భیای ଘ رو ژرف ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ا॥ت، ျॻگ او তناساਪی راه భ ඵෑزگام
य़ھار భ را ز಻ඖن ඟ໌زهٔ ढอণඟ໕ھا با و ඳැراඅ౶ید، را ୓باد رൕॐࢾش ଘو ঻یا඼່ید، را خلا৘ق दدر়ش ଘ রฬود਩ی. ઍ࡙ख़وص زما਩ی ଘ و ൐࣊জฬید਩ی، وमࢌ భ و ষభیاॠد਩ی،

ইുید.
଒ ਗی دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی آਵࣣغ ا৷مان، و ا௿د روی از দواਤঘی ਟی േঙتا॥ت. و رد ৯دا اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا ଒ ਗی دকم দواਘی
ا॥ت ৗوری ଒ ୏وردگار. ع࢙م భ ඓࢻ૛ുه ඼້آ਩ی و ر، ৮دیدا িشاਪ୓ ଡی با و کار، ଲآ دਣশی با ভࡶণජتاد را او او॥ت. ධෂஉر و او مد(ص)঻ندهٔ

඼່ماید. مُ࢓චم دॻࣱل و ࣵࡆّت با و ୁداید، دঀھا از دودฮی ඟَ໋دِ ห ࣅیان. و روଃن دਬࣥورী୓ش و ඼່وزان، ا॥ت ඟ໖ا਒ی و رࣺشان،
م࢘ࢆوت از ਗی ඇඏ࣒م آ૏৅ه ا॥ت എࠝ࢟ت با ଦ و ৔و؛ दدرت ঍نار భ آن ୁرਛی ا॥ت، ඟ໕ُد ଦ و ৔و؛ خ࢕ࡲت از ਗی ඇඏ࣒م آ૏৅ه ا॥ت ୁرگ ଦ یا! ೯دا پاک
गھان. آن ඘േ೸৑ھای ঍نار భ ا॥ت ا৯دک ଦ و गھان؛ اଌن భ ৔و ೸৑࢟ت ا॥ت ඼່اඵවر ଦ و ৔و، س࢔ാࢸت از ا॥ت ৩ھان ما ୀ آ૏৅ه ୀاୀ ا॥ت ඵ෇ฬز ଦ و ৔و،
از کار ಻ൾফن ଒ ඼່ما! ଥࣥوਵ ا॥ت آن భ ૼن گاری ശণر ૏৅ه ঴دا را دॿم و ৶ما ૼن ଘ را کارم صلاحِ ৣم، ৯دا را ণ୏یدن راهِ یا భماৣم ऒود ०୏ش భ ඟ໋ا یا! ೯دا

.ଡ ৔و অفا඘শھای از و ඓࣂࡣت তฬنا૛঩ه ৔و راঘ࣒ماගশھای

තअرتعلی(ع) ඼່ماীشات از

ͷی



:ଘ ৎقد৤م

جاৣم از ୃ୍ସ భما و ৮در
دارم دوඋࢾش ଡقاॲعا ଒ ঙࢡඥرم و

دو



೯دا ঻نام
اॺْخاॽِقْ. ඟُْࢁพَী ॿَمْ اॿْࢠَخ࢖وق ඟُْࢁพَী ॿَمْ و

و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که احديت حضرت بارگاه ارزانͭ سپاس و حمد
را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او حͺمت انوار
معرفت و علم طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری و گشود ما بر
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه ی آغاز در بیازماید.
راهنمایی های بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه پـــــورمهــــر، صالحـــــͭ سعيـــــد

ͬ رسید. نم انجام به مجموعه این ایشان ارزنده ی
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره ی و مطالعه زحمات که حومئͬ دکترهژیر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی
صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که عيـــــوضلــــــو جعفـــــرصــــادق دکتر آقای جناب از

ͬ نمایم. م تشͺر دادند، انجام زیاد وقت
اينجانب به شايانͭ ͷکم رساله اين تدوين در که سراجͬ آقای جناب و کریمͬ دکتر آقاى جناب از
دبیران ازکلیه دارم. را تشͺر و قدردانͭ کمال تحصیلم دوران دوستان تمام از همچنين و نمودند
نیز و محض ریاضͬ مدیرگروه رنجبــــــرى اصغــــــر دکتر بخصوص گرامͬ اساتید تحصیلم، دوران
تحصیلات مدت در که تبریز دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات و ریاضͬ علوم دانشͺده ی محترم کارکنان

ͬ نمایم. م تشͺر شده اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب دانشͽاهͬ
واندرز‐ کردند تحمل مرا تحصیل سال های رنج صبورانه که ͬ زنم م عزیزم ومادر پدر دستان بر بوسه

انشاالʓه. بود خواهد و بوده راهم روشنگر همیشه های شان
و شد سپری که بود سختͬ لحظه های التیام بخش وجودش که مهربانم همسر از سپاس و سپاس و

کرد. یاری راه این در مرا عاشقانه
مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که عزیزم برادر و خواهرانم خانواده ام، اعضای کلیه از پایان در

ͬ کنم. م سپاسͽزاری بوده اند، من

඼ෙय़آباد ໆروری १وষیا
۱۳۹۴

سه



سونیا نام: مهرآباد سروری دانشجو: خانوادگͬ نام

بِری پارادوکس اساس بر ناتمامیت قضایای برهان های عنوان:

مهر پور صالحͬ سعید دکتر : راهنما استاد

حومئͬ هژیر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه منطق گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد  کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

۴۶ صفحات: تعداد ١٣٩۴ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

کولوموگروف. پیچیدگͬ بری، پارادوکس ناتمامیت، قضیه واژه ها: کلید

چͺیده

بری، پارادوکس صوری سازی از استفاده وپنکا٣با بولوس٢و ١٩٨٠شایتین١، تا ١٩۶٠ های سال طͬ
اثبات ها این دقیق مطالعه به پایان نامه، این در نمودند. ارایه ناتمامیت قضایای برای جدیدی اثبات های
برای نیز قطری لم از ͬ توان م که ͬ شود م داده نشان ͬ نماییم. م بررسͬ را آنها بین روابط و پرداخته
پیچیدگͬ ͷی تعریف با همچنین نمود. استفاده بری پارادوکس اساس بر ناتمامیت قضیه اثبات
است. شایتین برهان از گونه ای نوعͬ، به بولوس برهان که داد نشان ͬ توان م مناسب، کولموگروف

١Chaitin
٢Boolos
٣Vopěnka



مطالب فهرست

٢ مقـدمـه

۴ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه ١

٩ شده قطری برهان های ٢

١٨ حساب در اثبات پذیری توسط کولموگروف پیچیدگͬ ٣

٢۴ حساب صوری نظریه های مشخصه ی ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ ۴

٣٨ مراجع

۴٠ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

۴٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

١



مقدمـه

مستقل جمله و دروغگو پارادوکس بین شباهت هایی که ͬ دارد م بیان [۶] مشهور مقاله در گودل۴

پارادوکس برصوری سازی مبتنͬ ناتمامیت قضیه برهان های دارد. وجود وی برهان  در شده ارایه

عدد «کمترین جمله مبنای بر بِری پارادوکس شده اند. ارایه [٣] بولوس و [۵] شایتین توسط بِری۵

درون عبارت اما است؛ شده نهاده بنا کرد» توصیف آنرا ͬ توان نم نماد ٩٠ از کمتر در که صحیح

معرفͬ [١٩] راسل توسط بیستم قرن در پارادوکس این است! نمادی ٨٠ توصیف ͷی خود نقل قول،

استفاده با بِری پارادوکس صوری سازی وسیله به را ناتمامیت اول قضیه شایتین ١٩٧٠ سال در شد.

سال در را اول ناتمامیت قضیه از ضعیفͬ شͺل بولوس کرد. ثابت ۶ کولموگروف پیچیدگͬ از

کیͺوکچͬ توسط بولوس برهان کرد. ثابت حساب نظریه در بِری پارادوکس صوری سازی با ١٩٨٠

با را ناتمامیت دوم قضیه کیͺوچͬ خاص، طور به شد. داده تعمیم [١٠] کیͺوچͬ و [١٢] تاناکا و

با را ناتمامیت دوم قضیه [١١] در هم چنین وی آورد. دست به کرایسل مدلͬ نظریه فن بردن کار به

پایان نامه این بحث مورد موضوع برهان ها این بین روابط کرد. ثابت کولوموگروف پیچیدگͬ بررسͬ

بولوس که ناتمامیت قضایای برای بِری پارادکس بر مبتنͬ برهان های رایج ͬ های ویژگ از ͬͺی است.

چنین بین تفاوت مقابل، در ͬ کنند. نم استفاده صریحا قطری لم از آنها که است این کرده، تاکید

از کیͺوچͬ و شایتین ͬ شود: م مشخص «توصیف» مفهوم از آنها متفاوت برداشت های با برهان هایی

حساب در اثبات پذیری از وکیͺوچͬ حساب نظریه استاندارد مدل از بولوس کولموگروف، پیچیدگͬ

۴Gödel
۵Berry
۶Kolomogorow

٢



٣ مقدمه

دقت به ما است، شده تنظیم [٧] و [١٣] مقالات اساس بر که پایان نامه، این در کرده اند. استفاده

مستقل جمله منظور بدین کرد. خواهیم نمایان را آنها بین روابط و کرده بررسͬ را بالا برهان های

دوم قضیه که شد خواهد داده نشان و آورده دست به قطری لم از استفاده با را کیͺوچͬ برهان در

مدلͬ نظریه فنون از استفاده بدون ͬ تواند م بِری پارادوکس از کیͺوچͬ صوری سازی از ناتمامیت

برهان های برای قطری لم از نکردن یا کردن استفاده بین تفاوتͬ که ͬ دهد م نتیجه این شود. ثابت

گونه ای نوعͬ، به کیͺوچͬ برهان که ͬ شود م داده نشان سپس ندارد. وجود ِبری پارادوکس بر مبتنͬ

اثبات پذیری از  استفاده با کولموگروف پیچیدگͬ از مناسب مفهومͬ که جایی است، شایتین برهان از

ͬ دهیم م ارایه جهانͬ تورینگ ماشین ͷی وجود از توصیفͬ آخر، در و است. شده تعریف حساب در

که شد خواهد ثابت باشد: برقرار
(
cT = min{x | ∀w : T 0 K(w) > x}

)
cT ̸= cS به طوری که

Π1‐جمله ͷی T اگر فقط  و اگر است برقرار جهانͬ تورینگ ماشین های از برخͬ برای cS < cT

با ارتباط در راتیͺاینن٧ توسط rT دیͽر ثابت کند. ثابت آن را ͬ تواند نم S که کند ثابت را حسابی

بزرگ دلخواه اندازه هر به ͬ تواند م rT و cT بین تفاوت که ͬ دهیم م نشان ما است. شده معرفͬ cT
اگر فقط و اگر است برقرار rS < rT جهانͬ تورینگ ماشین های برخͬ برای دیͽر، طرف از باشد.

باشد. برقرار cS < cT متفاوت) (احتمالا˟ جهانͬ تورینگ ماشین های برخͬ برای

٧Raatikainen



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه

۴



۵ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

اول مرتبه زبان این در ͬ کنیم. م مشخص LA نماد با را حساب زبان پایان نامه این سراسر در

0 موضعͬ، ͷی تابعͬ نماد ͷی S موضعͬ، دو تابعͬ نمادهای × و + ،LA = {+,×, S, 0, <}

در متغیر عنوان به v۰, v۱, . . . نمادهای از ͬ باشد. م موضعͬ دو رابطه ای نماد ͷی < و ثابت نماد

فرمول در که باشد داشته وجود vj متغیر ͷی اگر j < i برای که، گونه بدین ͬ کنیم م استفاده LA
حساب برای استاندارد مدل ͷی از منظور شود. ظاهر فرمول در vi متغیر نباید است نشده استفاده

تعابیر دارای LA نمادهای آن در که N = {0,1,2, . . .} جهان با ساختار LA ͷی از است عبارت

در که S(S(. . . S(0) . . .)) ترم از است عبارت n از منظور ،n ∈ N هر براى ͬ باشند. م استاندارد

در فرمول ͷی طول از منظور ͬ آید. م بدست 0 نماد روی بار n تعداد به تالͬ تابع دادن اثر از واقع

عدد و |φ| نماد با را φ فرمول طول شده اند. استفاده فرمول آن در که است نمادهایی تعداد حساب،

طور به توسیعͬ را T و ͬ دهیم م نمایش با را PA ١ پئانو حساب ͬ دهیم. م نشان pφq با را φ گودل

ͬ گیریم. م نظر در PA از اصل پذیر بازگشتͬ

صورت (به کراندار آن سورهای همه هرگاه ͬ شود م نامیده ∆0 ،LA در φ فرمول ͷی .١ . ٠ . ١ تعریف

فرمول ∆0 برای (∃x۱, . . . , ∃xk)ψ شͺل به هرگاه ͬ شود م نامیده Σ1 و باشند، (∃x ≤ t یا ∀x ≤ t

باشد. ψ

فرمول Σ1 ͷی معادل (∀x < t)φ نیز و (∃x < t)φ آنگاه باشد، فرمول Σ1 ͷی φ هرگاه .١ . ٠ . ٢ لم

ͬ باشند. م

که ͬ دهیم م نشان ͬ باشد. م فرمول ∆۰ ͷی ،ψ که φ = (∃z)ψ(x, t, z) کنید فرض برهان.

(∀x 6 t)φ ≡ (∀x 6 t)(∃z)ψ(x, t, z) ≡ (∃w)(∀x 6 t)(∃z 6 w)ψ(x, t, z) ∈ Σ۱

k 6 t هر برای (∃z)ψ(k, t, z) کنید فرض دیͽر طرف برای است. بدیهͬ راست به چپ استنتاج

که ͬ کنیم م پیدا qای پس است. برقرار

.N � (∀x 6 t)(∃z 6 q)ψ(x, t, z)

١Peano



۶ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

که طوری به دارد وجود qiای ͬ دهیم م نشان i = 0, 1, . . . , t که i روی استقرا با کلͬ حالت در

.N � (∀x 6 i)(∃z 6 qi)ψ(x, i, z)

برای حͺم ͬ دهیم م نشان حال باشد، برقرار i برای حͺم کنید فرض است. بدیهͬ حͺم i = ۰ برای

دهید قرار اینصورت در .N � φ(i+ ۱, t, r) که بͽیرید نظر در چنان را r است. برقرار نیز i + ۱
ͬ شود. م برقرار نیز i+ ۱ برای حͺم وضوح به .qi+۱ = max(qi, r)

جمله ͬ کند. م بیان را T در اثبات پذیری که باشد استاندارد فرمول Σ1 ͷی PrT(x) کنید فرض

Σ1 را T نظریه ͬ شود. م تعریف ¬PrT(p0 = 1q) معادل و ͬ کند م ادعا را T سازگاری Con(T)

.T ⊢ φ که به طوری باشد نداشته وجود غلط φ فرمول Σ1 اگر نامند درست

کنید. مراجعه [۴] مرجع به ͬ توانید م زیر لم و قضایا اثبات برای

هستند، y و x ازبین آن آزاد متغیرهای همه که φ(x, y) فرمول هر برای سازی) قطری (لم .١ . ٠ . ٣ لم

که طوری به دارد وجود v۰ آزاد متغیر تنها با ψ(v۰) فرمول

.T ⊢ ∀x
(
ψ(x)←→ φ(x, pψ(v۰)q)

)
داریم: ψ و φ جمله هر برای لُب٢) برن˼ͬ هیلبرت اثبات پذیری (شرایط .۴ . ١ . ٠ قضیه

(۱) T ⊢ φ =⇒ T ⊢ PrT(pφq);

(۲) T ⊢ PrT(pφ −→ ψq) −→
(
PrT(pφq) −→ PrT(pψq)

)
;

(۳) T ⊢ PrT(pφq) −→ PrT(pPrT(pφq)q).

داریم: φ جمله Σ1 هر برای .۵ . ١ . ٠ قضیه

T؛ ⊢ φ آنگاه باشد درست φ اگر (١)

.T ⊢ φ −→ PrT(pφq) (٢)
٢Hilbert-Bernays-Löb



٧ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

شده صوری تمامیت Σ1 را (٢) قسمت و تمامیت Σ1 را بالا قضیه در (١) قسمت که کنید توجه

ͬ نامیم. م

تعریف f(m) اگر f(m) ↓ ͬ نویسیم م باشد. طبیعͬ عدد ͷی m و بازگشتͬ توابع g و f کنید فرض

هر برای اگر f(x) ≃ g(x) ͬ نویسیم م چنین هم .f(m) ↑ ͬ نویسیم م اینصورت غیر در باشد شده

ͷی .f(n) = g(n) آنگاه باشند شده تعریف اگر یا باشند نشده تعریف g(n) و f(n) دو هر ،n ∈ N

،N روی R(x, y) رابطه ͷی برای باشد. بازگشتͬ آن مشخصه تابع اگر گوییم بازگشتͬ را N در رابطه

،m ∈ N هر برای که طوری به است جزئͬ تابع ͷی µy[R(x, y)]

µy[R(m, y)] ↓ ⇐⇒ باشد شده تعریف k≤n هر برای R(m, k)

که طوری به

µy[R(m, y)] = باشد برقرار R(m, k) که k کوچͺترین

است. بازگشتͬ تابع ͷی µy[R(x, y)] باشد N در بازگشتͬ رابطه ͷی R(x, y) اگر که کنید توجه

تعریف x اول عامل های تجزیه در اول عدد ‐امین n نمای برابر (x)n موضعͬ ͷی تام بازگشتͬ تابع

[x]i : N −→ N تابع و است متعارف بازگشتͬ دوسویی ͷی ⟨·, ·⟩ : N×N −→ N تابع است. شده

که طوری به هستند بازگشتͬ تصویری توابع

.∀a۰, a۱ ∈ N; [⟨a۰, a۱⟩]۰ = a۰, [⟨a۰, a۱⟩]۱ = a۱

هر برای که طوری به باشد داشته وجود φ(x, y) فرمول اگر باشد. N دامنه با تابع ͷی f کنید فرض

،m,n ∈ N

f(m) = n⇐⇒ T ⊢ φ(m,n) ∧ ∀v۰∀v۱
(
φ(m, v۰) ∧ φ(m, v۱) −→ v۰ = v۱

)
است. نمایش پذیر T در f گوییم اینصورت در



٨ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

اگر وتنها اگر است بازگشتͬ تابع ͷی f آنگاه باشد. N دامنه با تابع ͷی f کنید فرض .۶ . ١ . ٠ گزاره

باشد. نمایش پذیر T در f

در ͬ تواند م بری پارادوکس یافت. ͬ توان م [۴] و [٨] در مثال عنوان به را بالا گزاره اثبات

بولوس فرمول بندی ذیل شرح شود. صوری «توصیف» مفهوم کردن بیان بوسیله فرمول ها مجموعه

است. [٣] در توصیف مفهوم از

φ(v۰) گوییم باشد. v۰ آزاد متغییر تنها با فرمول ͷی φ(v۰) و n ∈ N کنید فرض .١ . ٠ . ٧ تعریف

اگر است n توصیف

.N � φ(n) ∧ ∀v۰∀v۱
(
φ(v۰) ∧ φ(v۱) −→ v۰ = v۱

)
فرمول هر اما شود توصیف فرمول چندین توسط ͬ تواند م طبیعͬ عدد هر فرمول بندی این در

با را ناتمامیت قضیه فرمول بندی، این بوسیله بولوس ͬ کند. م توصیف را طبیعͬ عدد ͷی حداکثر

کرد. اثبات بری پارادوکس سازی صوری از استفاده

کند. محاسبه را حساب درست جملات همه که ندارد وجود الͽوریتمͬ هیچ .١ . ٠ . ٨ قضیه

و داشتنͬ دوست «بسیار ͬ کند: م تعریف چنین این بولوس برهان از [٢] مقاله در باروایس٣

[١٧] مقاله در ماهیرا۴ که حالͬ در دیدم». همواره من که دوم ناتمامیت قضیه از برهان آسان ترین

است: چیز سه در گودل قضیه از متفاوت بولوس قضیه که کرد پافشاری

نیست؛ چنین این گودل قضیه که حالͬ در ͬ دهد م قرار مدنظر را درستͬ مفهوم بولوس قضیه (١)

است؛ گودل اصلͬ ناتمامیت قضیه از تر ضعیف بولوس قضیه (٢)

آورد. دست به استاندارد روش به بولوس قضیه از را دوم ناتمامیت قضیه ͬ توان نم نتیجه در (٣)

٣Barwise
۴maehara



٢ فصل

شده قطری برهان های

٩



١٠ شده قطری برهان های .٢ فصل

جای به «اثبات پذیری» دادن قرار با را «توصیف» مفهوم از بولوس فرمول بندی ([١٠]) کیͺوچ١ͬ

داد. تغییر تعریف، در «درستͬ»

v۰ آزاد متغییر تنها با فرمول ͷی φ(v۰) و n ∈ N کنید فرض ([١٠] (کیͺوچͬ .٢ . ٠ . ٩ تعریف

اگر است T نظریه در n توصیف φ(v۰) گوییم باشد.

.T ⊢ φ(n) ∧ ∀v۰∀v۱
(
φ(v۰) ∧ φ(v۱) −→ v۰ = v۱

)
فرمول بندی بوسیله آن اصلͬ شͺل در را ناتمامیت قضیه کیͺوچͬ تعریف، این از استفاده با

دو̰م ناتمامیت قضیه مدلͬ نظریه صورت و کرد، اثبات قطری لم از استفاده بدون و بری پارادوکس

را [١٠] کیͺوچͬ مقاله برهان در مستقل جمله که ͬ دهیم م نشان قسمت، این در گرفت. نتیجه را

مدل نظریه از استفاده بدون را دوم ناتمامیت قضیه و آورده دست به قطری لم از استفاده با ͬ توان م

ͬ کنیم. م استفاده ناتمامیت قضیه برهان در آن از که است قطری  لم از صورتͬ زیر لم کرد. ثابت

x آن آزاد متغیر های تنها که φ(x, y) فرمول هر برای طول) به نسبت قطری سازی (لم .٢ . ٠ . ١٠ لم

که طوری به دارد وجود v۰ آزاد متغیر تنها با ψ(v۰) فرمول هستند، y یا

.T ⊢ ∀x
(
ψ(x)←→ φ(x, |ψ

(
v۰)|

))

بازگشتͬ تابع دهنده نمایش ͷی lh(x, y) کنید فرض برهان.

است» x آن گودل عدد که فرمول ͷی طول = y»

طوری به دارد وجود v۰ آزاد متغییر تنها با ψ(v۰) فرمول ͷی سازی، قطری لم از استفاده با باشد.

حال .T ⊢ ∀x
(
ψ(x)←→ ∃z

[
φ(x, z) ∧ lh

(
pψ(v۰)q, z

)])
که

T ⊢ ∀x
(
φ(x, |ψ(v۰)|)←→ ∃z

(
φ(x, z) ∧ lh(pψ(v۰)q, z)

))
١Kikuchi



١١ شده قطری برهان های .٢ فصل

بدیهͬ T ⊢ ∀x
(
φ(x, |ψ(v۰)|) −→ ∃z

(
φ(x, z) ∧ lh(pψ(v۰)q, z)

))
قسمت زیرا است برقرار

آن گودل عدد pψ(v۰)q که است فرمولͬ ͷی طول z چون lh(x, y) تعریف بنابه طرفͬ از و بوده

یعنͬ آن عکس قسمت پس است

T ⊢ ∃z
(
φ(x, z) ∧ lh(pψ(v۰)q, z)

)
−→ φ(x, |ψ(v۰)|)

.T ⊢ ∀x
(
ψ(x)←→ φ(x, |ψ(v۰)|)

)
که ͬ گیریم م نتیجه لذا است. برقرار نیز

آورد: دست به قطری لم از استفاده بدون و مستقیم طور به ͬ توان م را لم این که کنید توجه

برابر را ψ(v۰) و باشد، α(x, y) ≡ ∀z
(
z = 4 · y −→ φ(x, z)

)
فرمول طول l کنید فرض برهان.

که این دلیل به است 3n+ 1 برابر n طول دهید. قرار α(v۰, l)

.n = SSS · · ·S︸ ︷︷ ︸
nبار

(0)

عدد برابر ،ψ(v۰) فرمول طول ͬ دهد، م رخ α(x, y) فرمول در مͺان ͷی در دقیقاً y نماد که آنجا از

.T ⊢ ∀x
(
ψ(x)←→ φ(x, |ψ(v۰)|)

)
بنابراین است. l − 1 + (3l + 1) = 4l

جمله گودل عدد ν(pφ(v۰)q, n) کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات را گودل ناتمامیت اول قضیه حال

دهنده نمایش فرمول Σ1 ͷی Fml-Lh(x, y) و ،φ(n) ∧ ∀v۰∀v۱
(
φ(v۰) ∧ φ(v۱) −→ v۰ = v۱

)
زیرباشد: بازگشتͬ رابطه

است». y مساوی یا کمتر آن طول که است فرمولͬ ͷی عددگودل x»

فرمول DefT-Lh(x, y) کنید فرض

∃z
(
PrT(ν(z, x)) ∧ Fml-Lh(z, y)

)



١٢ شده قطری برهان های .٢ فصل

فرمول µ-unDefT-Lh(x, y) و

¬DefT-Lh(x, y) ∧ ∀z<xDefT-Lh(z, y)

دو هر زیرا است فرمول Σ1 ͷی معادل DefT-Lh(x, y) فرمول که باشید داشته توجه باشد.

نیز ∀z < xDefT-Lh(z, y) فرمول بنابراین هستند. فرمول Σ1 ،Fml-Lh(z, y) و PrT
(
ν(z, x)

)
طوری به دارد وجود کمتر یا y طول با «فرمولͬ که ͬ گوید م DefT-Lh(x, y) فرمول است. فرمول Σ1

است طبیعͬ عدد «xکوچͺترین که ͬ کند م بیان µ-unDefT-Lh(x, y) و ͬ کند» م توصیف را x عدد که

σ(v۰) فرمول ،٢ . ٠ . ١٠ لم طبق شود». توصیف کمتر یا y طول با فرمولͬ هیچ توسط ͬ تواند نم که

.T ⊢ ∀x
(
σ(x) ←→ µ-unDefT-Lh(x, |σ(v۰)|)

)
که طوری به دارد وجود v۰ آزاد متغییر تنها با

متناهͬ تعداد حداکثر شامل LA چون که کنید توجه باشد. σ(v۰) فرمول طول e ∈ N کنید فرض

وجود کمتر یا e طول با فرمول توسط شده توصیف عدد متناهͬ تعداد پس ͬ باشد، م نا منطقͬ نماد

طول با فرمولͬ توسط ͬ تواند نم که باشد طبیعͬ عدد کوچͷ ترین me ͬ کنیم م فرض بنابراین دارد.

ͷی با معادل چون و بوده درست ∀z <me DefT-Lh(z, e) جمله بنابراین شود. توصیف کمتر یا e

است. اثبات پذیر T در لذا است، درست Σ1جمله

T؛ 0 σ(me) آنگاه باشد، Tسازگار اگر (١) .٢ . ٠ . ١١ قضیه

.T 0 ¬σ(me) آنگاه باشد، درست Σ1 ،T اگر (٢)

داریم σ(v۰) تعریف از آنگاه .T ⊢ σ(me) کنید فرض (١) برهان.

σ(me)←→ µ-unDefT-Lh(me, |σ(me)|)

T در و برقرار µ-unDefT-Lh(me, e) پس ،|σ(me)| = e بالا قسمت در آمده توضیحات بنابه و

µ-unDefT-Lh(me, e) = ¬DefT-Lh(me, e)∧∀z<me DefT-Lh(z, e) طرفͬ از است. اثبات پذیر



١٣ شده قطری برهان های .٢ فصل

،٢ . ٠ . ٩ تعریف بنابه و است. اثبات پذیر T در ¬DefT-Lh(me, e) بنابراین

σ(me) ∧ ∀v۰∀v۱
(
σ(v۰) ∧ σ(v۱) −→ v۰ = v۱

)
جمله گودل عدد ν(pσ(v۰)q,me) همچنین است. اثبات قابل T در نیز

σ(me) ∧ ∀v۰∀v۱
(
σ(v۰) ∧ σ(v۱) −→ v۰ = v۱

)
،Fml-Lh(x, y)تعریف بنابه و .T ⊢ PrT (ν(pσ(v۰)q,me)) اثبات پذیری، شرایط طبق لذا ͬ باشد؛ م

Fml-Lh(pσ(v۰)q, e) ،T تمامیت Σ1 بنابر پس است، درست جمله Σ1 ͷی ،Fml-Lh(pσ(v۰)q, e)

است. اثبات پذیر T در ∃z
(
PrT

(
ν(z,me) ∧ Fml-Lh(z, e)

))
جمله بنابراین است. T از قضیه ای

تناقض! است؛ ناسازگار T نتیجه در است. اثبات پذیر T در نیز DefT-Lh(me, e) پس

جمله معادل ¬σ(me) جمله .T ⊢ ¬σ(me) و باشد درست Σ1 ،T کنید فرض (٢)

∀z < me

(
DefT-Lh(z, e)

)
−→ DefT-Lh(me, e)

زیرا است،

.¬σ(me)←→ ¬µ-unDefT-Lh(me, e)

داریم µ-unDefT-Lh(x, y) تعریف بنابه طرفͬ از و

¬µ-unDefT-Lh(me, e) ≡ DefT-Lh(me, e) ∨ ∃z<me

(
¬DefT-Lh(z, e)

)
≡ ∀z<me

(
DefT-Lh(z, e)

)
−→ DefT-Lh(me, e)

است اثبات پذیر T در DefT-Lh(me, e) آنگاه است، T در اثبات قابل ∀z<me DefT-Lh(z, e) چون

با متناقص این و ͬ باشد نم درست Σ1 ،T نتیجه در است. نادرست جمله ای DefT-Lh(me, e) ولͬ

است. فرض



١۴ شده قطری برهان های .٢ فصل

است. آمده [١٠] کیͺوچͬ مقاله در ( ناتمامیت اول (قضیه زیر نتیجه

T؛ 0 ¬DefT-Lh(me, e) آنگاه باشد، Tسازگار اگر (١) .٢ . ٠ . ١٢ نتیجه

.T 0 DefT-Lh(me, e) آنگاه باشد، درست Σ1 ،T اگر (٢)

T در نیز ∀z < me DefT-Lh(z, e) طرفͬ، از .T ⊢ ¬DefT-Lh(me, e) کنید فرض (١) برهان.

درنتیجه .T ⊢ σ(me) بنابراین است؛ اثبات پذیر

σ(me) ∧ ∀v۰∀v۱
(
σ(v۰) ∧ σ(v۱) −→ v۰ = v۱

)
.T ⊢ PrT(ν(pσ(v۰)q,me)) داریم ۴ . ١ . ٠ قضیه اول قسمت بنابه پس است؛ اثبات پذیر T در

Fml-Lh(pσ(v۰)q, e) ،T تمامیت Σ1 بنابر است، درست جمله Σ1 ͷی ،Fml-Lh(pσ(v۰)q, e) چون

است. اثبات پذیر T در ∃z
(
PrT

(
ν(z,me) ∧ Fml-Lh(z, e)

))
جمله بنابراین است. T از قضیه ای

تناقض! است؛ ناسازگار T نتیجه در ،T ⊢ DefT-Lh(me, e) پس

تعریف و me عدد انتخاب بنابه .T ⊢ DefT-Lh(me, e) و باشد درست Σ1 ،T کنید فرض (٢)

بنابراین .T ⊢ DefT-Lh(me, e) و است نادرست فرمول Σ۱ ͷی DefT-Lh(me, e) ،DefT-Lh(x, y)

است. تناقض این و است نادرست Σ۱ ،T نظریه

ͬ دهیم. م ارایه مدل نظریه از استفاده بدون دوم ناتمامیت قضیه از جدید برهان ͷی حال،

باشد k از کمتر یا برابر طول با فرمول های تعداد nk کنید فرض ،k ∈ N هر برای .٢ . ٠ . ١٣ تعریف

باشند. v۰, v۱, · · · , vk−۱ مابین آنها متغیر های که طوری به

.T ⊢ Con(T) −→ ∃z6nk ¬DefT-Lh(z, k) ،k ∈ N هر برای .١۴ . ٢ . ٠ لم

زیر فرمول ،DefT-Lh(x, y) تعریف بنابه برهان.

∃x۰ · · · ∃xnk

[
PrT(v(x۰, 0))∧· · ·∧PrT(v(xnk

, nk))∧Fml-Lh(x۰, k)∧· · ·∧Fml-Lh(xnk
, k)

]



١۵ شده قطری برهان های .٢ فصل

متمایز اعداد کبوتر لانه اصل از استفاده با پس است. اثبات پذیر T + ∀z6nk DefT-Lh(z, k) در

که: طوری به دارند وجود i, j < nk

.T+ ∀z6nk DefT-Lh(z, k) ⊢ ∃xi
(
PrT

(
ν(xi, i)

)
∧ PrT

(
ν(xi, j)

))

زیر فرمول پس ͬ کند، م صدق مقدم وضع قاعده در ،PrT(x) چون

∀x
(
PrT(ν(x, i)) ∧ PrT(ν(x, j)) −→ PrT(pi = jq)

)

اثبات پذیر T + ∀z 6 nk DefT-Lh(z, k) در PrT(pi = jq) نتیجه در است. اثبات پذیر T در

مجزا j و i زیرا است اثبات قابل T در Con(T) −→ ¬PrT(pi = jq) جمله دیͽر، طرف از است.

که ͬ گیریم م نتیجه پس است. ناسازگار T+ ∀z6nk DefT-Lh(z, k) + Con(T) بنابراین هستند.

.T ⊢ Con(T) −→ ∃z6nk ¬DefT-Lh(z, k)

آنگاه باشد، ناسازگار T+ ∀z6m DefT-Lh(z, e) اگر .m ∈ N کنید فرض .١۵ . ٢ . ٠ لم

است. ناسازگار T+ ∀z<m DefT-Lh(z, e)

جمله آنگاه باشد. ناسازگار T+ ∀z6m DefT-Lh(z, e) کنید فرض برهان.

¬DefT-Lh(m, e) ∧ ∀z<m DefT-Lh(z, e)

چون است. T+ ∀z<m DefT-Lh(z, e) در اثبات پذیر σ(m) یعنͬ

σ(m) ∧ ∀v۰∀v۱
(
σ(v۰) ∧ σ(v۱) −→ v۰ = v۱

)
پس است، اثبات پذیر T+ ∀z<m DefT-Lh(z, e) در نیز (σ(x) تعریف (بنابه

.T ⊢ ∀z<m DefT-Lh(z, e) −→ σ(m) ∧ ∀v۰∀v۱
(
σ(v۰) ∧ σ(v۱) −→ v۰ = v۱

)



١۶ شده قطری برهان های .٢ فصل

داریم اثبات پذیری شرایط بنابه

.T ⊢ PrT
(
p∀z<m DefT-Lh(z, e)q

)
−→ PrT

(
ν(pσ(v۰)q,m)

)
تمامیت Σ1 بنابه است، جمله Σ1 ͷی معادل ∀z < m DefT-Lh(z, e) جمله چون این، بر علاوه

داریم: شده صوری

T ⊢ ∀z<mDefT-Lh(z, e) −→ PrT
(
p∀z<m DefT-Lh(z, e)q

)
پس

.T ⊢ ∀z<mDefT-Lh(z, e) −→ PrT
(
v(pσ(v۰)q,m)

)
پس است برقرار T ⊢ Fml-Lh(pσ(v۰)q, e) چون اما

.T ⊢ ∀z<m DefT-Lh(z, e) −→ DefT-Lh(m, e)

متناقض جمله دو هر نظریه، این زیرا است ناسازگار T+ ∀z<m DefT-Lh(z, e) نظریه بنابراین

ͬ کند. م ثابت را ¬DefT-Lh(m, e) و DefT-Lh(m, e)

.T 0 ∃z6m¬DefT-Lh(z, e) ،m ∈ N هر برای آنگاه باشد، سازگار T اگر .١۶ . ٢ . ٠ لم

برای است. بدیهͬ ١۵ . ٢ . ٠ لم بنابه استقراء پایه ͬ کنیم. م اثبات را لم ،m روی استقراء با برهان.

اگر باشد. اثبات پذیر T در ∃z<m ¬DefT-Lh(z, e) که کنید فرض استقراء، مرحله

T+ ∀z<m DefT-Lh(z, e)

ناسازگار T+∀z6m DefT-Lh(z, e) اگر ١۵ . ٢ . ٠ لم بنابه است. ناسازگار T آنگاه باشد، ناسازگار

است. ناسازگار T بنابراین است، ناسازگار نیز T+ ∀z<m DefT-Lh(z, e) آنگاه باشد،



١٧ شده قطری برهان های .٢ فصل

.T 0 Con(T) آنگاه باشد، سازگار T اگر دوم) ناتمامیت (قضیه .٢ . ٠ . ١٧ قضیه

اثبات پذیر نیز ∃z6ne ¬DefT-Lh(z, e) فرمول ،١۴ . ٢ . ٠ لم بنابه آنگاه ،T ⊢ Con(T) اگر برهان.

تناقض! است؛ ناسازگار T ،١۶ . ٢ . ٠ لم بنابه پس است.



٣ فصل

در اثبات پذیری توسط کولموگروف پیچیدگͬ

حساب

١٨



١٩ حساب در اثبات پذیری توسط کولموگروف پیچیدگͬ .٣ فصل

استفاده با بری پارادوکس صوری سازی بوسیله را اول ناتمامیت قضیه [۵] مقاله در شایتین

توسط ناتمامیت قضیه برهان ͬ دهیم م نشان فصل، این در کرد. اثبات کولموگروف پیچیدگͬ از

برهان از دیͽر گونه ای است، [٣] مقاله در بولوس برهان از اصلاحͬ که [١٠] مقاله در کیͺوچͬ

بͺار صریحاً بولوس اصلͬ برهان در ͬ توان نم را استدلال این که ͬ رسد م نظر به ͬ باشد. م شایتین

است. شایتین برهان از متفاوت اصل در بولوس برهان بͽوییم ͬ توانیم م بنابراین برد،

طول n ∈ N برای را کولموگروف پیچیدگͬ ͬ کنیم. م تعیین برنامه نویسͬ زبان ͷی .٣ . ٠ . ١٨ تعریف

ͬ دهیم. م نشان K(n) با و ͬ کنیم م تعریف است n ͬ اش خروج که برنامه ای کوتاهترین

متناهͬ Ͱش ͷدری شامل اطلاعات از اندازه گیری ͷی کولموگروف پیچیدگͬ دقیق تر، عبارت به

است. شایتین توسط شده ثابت اول ناتمامیت قضیه از بازخوانͬ ͷی زیر قضیه است.

همه برای که طوری به دارد وجود e ∈ N آنگاه باشد، درست T اگر ([۵] (شایتین .٣ . ٠ . ١٩ قضیه

نیست. اثبات پذیر T در e < K(n) جمله ،n طبیعͬ اعداد

تعداد بنابراین ͬ کند. م ارضا را e < K(n) که دارد وجود n ∈ N نامتناهͬ تعداد کنید توجه

به بستگͬ کولوموگروف پیچیدگͬ تعریف دارد. وجود اثبات ناپذیر اما درست جملات نامتناهͬ

ͷی از تفسیری ͬ تواند م انتخاب این و دارد ͬ کنیم م استفاده آن از که برنامه نویسͬ زبان نوع انتخاب

کد z (که S(z, x) جهانͬ تورینگ ماشین ͷی از صحبت کلͬ طور به باشد. جهانͬ تورینگ ماشین

بازگشتͬ محمول ͷی ساختن̞ اصطلاح، در است) برنامه خروجͬ S(z, x) و ورودی x برنامه، ͷی
کلین١ͬ محمول عنوان به که T (z, x, y) است. U (y) ابتدایی بازگشتͬ تابع و T (z, x, y) ابتدایی

y اگر است. x ورودی روی z کد با برنامه ͷی از محاسبه کد y که است معنͬ بدین شده شناخته

.S(z, x) ≃ U
(
µy[T (z, x, y)]

)
و است U (y) ͬ اش خروج باشد محاسبه ͷی کد

بازگشتͬ رابطه ͷی اگر گوییم جهانͬ تورینگ ماشین ͷی را S(z, x) بازگشتͬ تابع .٣ . ٠ . ٢٠ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود U (y) ابتدایی بازگشتͬ تابع ͷی و T (z, x, y) ابتدایی

S(z, x) ≃ U
(
µy[T (z, x, y)]

)
١Kleene



٢٠ حساب در اثبات پذیری توسط کولموگروف پیچیدگͬ .٣ فصل

کند: ارضاء را زیر شرایط S و

که طوری به دارد وجود e ∈ N کد با برنامه ͷی f(x) بازگشتͬ توابع هر برای (١)

.f(x) ≃ S(e, x)

که طوری به دارد وجود f(x) بازگشتͬ تابع ͷی e ∈ N هر برای (٢)

.f(x) ≃ S(e, x)

تعریف ͬ توان م را U و T چنین باشیم داشته نویسͬ برنامه زبان ͷی هرگاه که ͬ کنیم م ملاحظه

باشند، داشته وجود ͬ کند م ارضاء را بالا تعریف شرایط که U و T چنین اگر برعکس، کرد.

جهانͬ تورینگ ماشین ͷی برای داریم. دسترس در نویسͬ برنامه زبان ͷی که بͽوییم ͬ توانیم م

پیچیدگͬ با ویژگͬ نوعͬ ،K(x) تابع بنابراین K(x) = µz[S(z, 0) = x] ͬ کنیم م تعریف ،S(z, x)

عنوان به را K(x) ͬ توانیم م بنابراین ͬ کند. م نمایان به را برنامه طول در شده تعریف کولوموگروف

تعریف این در صراحت به برنامه ͷی طول مفهوم چه اگر بͽیریم. نظر در کولموگروف پیچیدگͬ ͷی

نظر در حساب در اثبات پذیری به مراجعه با را معنا این در کولوموگروف پیچیدگͬ باید نیست. معلوم

بͽیریم.

TT(z, x, y) ابتدایی بازگشتͬ محمول ͷی حساب، از T بازگشتͬ نظریه هر برای .٣ . ٠ . ٢١ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر شرح به UT(y) ابتدایی بازگشتͬ تابع ͷی و

برای برهان ͷی گودل عدد p و ،i = pφ(v۰, v۱)q اگر وتنها اگر است برقرار TT(i,m, p) (١)

عدد ͷی ازای به T نظریه از φ(m,n) ∧ ∀v۰∀v۱
(
φ(m, v۰) ∧ φ(m, v۱) −→ v۰ = v۱

)
جمله

باشد. n < p

جمله از T نظریه در برهان ͷی گودل عدد p اگر n = UT(p) (٢)

φ(m,n) ∧ ∀v۰∀v۱
(
φ(m, v۰) ∧ φ(m, v۱) −→ v۰ = v۱

)



٢١ حساب در اثبات پذیری توسط کولموگروف پیچیدگͬ .٣ فصل

باشد. p از کمتر گودل  عدد با فرمولͬ φ(v۰) و بوده m < p عدد ͷی برای

ͬ گیریم م نظر در برنامه هایی عنوان به ͬ کنند، م نام گذاری را اعداد که را دیͽرفرمول هایی عبارت به

جملات این صوری برهان های ͬ توانیم م ما و ͬ باشند؛ م شده نام گذاری اعداد ͬ هایشان خروج که

بͽیریم. نظر در فرمول ها این با شده تعیین برنامه های محاسبات عنوان به را خاص

ماشین ͷی ST(z, x) تابع .ST(z, x) ≃ UT

(
(µy)[TT(z, x, y)]

)
کنید تعریف .٣ . ٠ . ٢٢ لم

است. جهانͬ تورینگ

تابع هر برای ۶ . ١ . ٠ گزاره بنابه اول، قسمت برای ͬ کنیم. م بررسͬ را ٣ . ٠ . ٢٠ تعریف شرایط برهان.

هر برای آنگاه f(m) ↑ اگر است. f(x) نمایانگر که دارد وجود φ(x, y) فرمول ͷی f(x) بازگشتͬ

فرض نیست. برقرار p ∈ N هیچ برای TT

(
pφ(v۰, v۱)q,m, p

)
بنابراین T 0 φ(m,n) ،n ∈ N

از برهانͬ برای گودل عدد کوچͺترین p و ،f(m) = n کنید

φ(m,n) ∧ ∀v۰∀v۱
(
φ(m, v۰) ∧ φ(m, v۱) −→ v۰ = v۱

)
بنابراین .UT(p) = n و است برقرار TT

(
pφ(v۰, v۱)q,m, p

)
آنگاه باشد. T در

.ST

(
pφ(v۰, v۱)q,m

)
= n

φ(v۰, v۱) فرمول گودل عدد e اگر ، دوم قسمت برای و .f(x) ≃ ST

(
pφ(v۰, v۱)q, x

)
رو این از

باشد، برقرار φ(m,n) ∧ ∀v۰∀v۱
(
φ(m, v۰) ∧ φ(m, v۱) −→ v۰ = v۱

)
،n و m برای و باشد

نمایانگر φ(v۰, v۱) چون .f(x) ≃ ST (e, x) که طوری به دارد وجود N دامنه با f تابع ͷی آنگاه

جهانͬ تورینگ ماشین ͷی ST(z, x) نتیجه در است، بازگشتͬ تابع f ،۶ . ١ . ٠ گزاره بنابه و بوده f

است.

کنیم. تعریف را ST(z, x) جهانͬ تورینگ ماشین توسط کولموگروف پیچیدگͬ ͬ توانیم م بنابراین

را ،T در n برای کولوموگروف پیچیدگͬ باشد. طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض .٣ . ٠ . ٢٣ تعریف



٢٢ حساب در اثبات پذیری توسط کولموگروف پیچیدگͬ .٣ فصل

و ͬ کنیم م تعریف ST

(
pφ(v۰, v۱)q, 0

)
= n که طوری به φ(v۰, v۱) فرمول کوتاهترین طول برابر

ͬ دهیم. م نمایش KT(n) با

را n که است فرمول ͷی از طول کوتاهترین ٢ . ٠ . ٩ تعریف به توجه با KT(x) که است واضح

KT(x) که کرد اثبات و کرده تعریف را KT(x) تابع مستقیماً [١٠] مقاله در رˀی٢ ͬ کند. م توصیف

است کولوموگروف پیچیدگͬ از KT(x)شͺلͬ که ͬ شود م روشن نتیجه، این دنبال به نیست. بازگشتͬ

¬DefT-Lh(x, y) فرمول توسط را y < KT(x) رابطه ͬ توانیم م حقیقت در ببینید). را [٢٢] (مرجع

ͬ کنیم. م بازنویسͬ را ١۶ . ٢ . ٠ لم حال کنیم. بیان

،m ∈ N هر برای که طوری به دارد وجود e ∈ N آنگاه باشد سازگار T اگر .٢۴ . ٣ . ٠ قضیه

.T 0 e < KT (m)

٢۴ . ٣ . ٠ قضیه هستند، هم از متفاوت کمͬ ٢۴ . ٣ . ٠ و ٣ . ٠ . ١٩ قضایای شرایط که حالͬ در

از ضیف نوعͬ ،[١٠] کیͺوچͬ مقاله در ناتمامیت قضیه از نتیجه ای است. ٣ . ٠ . ١٩ قضیه مشابه

که است ٣ . ٠ . ١٩ قضیه از خاصͬ حالت از تر ضعیف نوعͬ بͽوییم ͬ توانیم م و است، ١۶ . ٢ . ٠ لم

این درباره ͬ توانیم، م که جایی تا ͬ شود. م مشاهده خاص تورینگ ماشین ͷی کردن تعیین توسط

از قوی نوع ͷی ،ST(z, x) جهانͬ تورینگ ماشین بر مبتنͬ KT(x) خاص کولوموگروف پیچیدگͬ

کنیم. اثبات را ٢۴ . ٣ . ٠ قضیه

برای آنگاه باشد، سازگار T اگر .p = min{|φ| : است فرمول ͷیφ} کنید فرض .٢۵ . ٣ . ٠ قضیه

.T 0 m < KT(n) ،m ≥ p طبیعͬ عدد هر برای و n ∈ N هر

سازگار T و بوده m ≥ p شرط با طبیعͬ اعداد n ،m و p طول با فرمول ͷی φ کنید فرض برهان.

«اگر که مطلب این چون است. اثبات قابل T در Fml-Lh(pφq,m) تمامیت، Σ۱ بنابه آنگاه باشد.

،φ فرمول هر برای است، سازی صوری قابل T در است» اثبات پذیر T در ψ آنگاه باشد سازگار T

داریم:

T ⊢ ¬Con(T) −→ PrT(ν(pφq, n))

٢Roy
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بنابراین ،T ⊢ ¬Con(T)→ DefT-Lh(n,m) ͬ آوریم م بدست رو این از

.T ⊢ ¬DefT-Lh(n,m)→ Con(T)

اثبات ناپذیر T در m < KT(n) یعنͬ ¬DefT-Lh(n,m) فرمول ناتمامیت دوم قضیه بنابه بالاخره و

است.



۴ فصل

مشخصه ی ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ

حساب صوری نظریه های

٢۴



٢۵ حساب صوری نظریه های مشخصه ی ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ .۴ فصل

PA در تورینگ ماشین های

الͽوریتمͬ هرگاه گویند کارآمد شمارای L زبان در را فرمول ها از S مجموعه .٢۶ . ٠ . ۴ تعریف

کند. فهرست خروجͬ عنوان به را S عناصر همه ی بتواند که باشد داشته وجود (متناهͬ)

ͬ کند. م توصیف را تورینگ ماشین های حرکت های که ͬ کنیم م معرفͬ را فرمولͬ حال،

ͷی p عدد فقط اگر و اگر N |= Ψ0(p,m) به طوری که است موجود Ψ0(x, y) فرمول ∆0 ͷی

توصیف منظور به دهد. نشان را است شده رمزنگاری m عدد توسط که تورینگͬ ماشین از پردازش

عدد ͷی بین ارتباط منطقͬ فرمول ͷی توسط باید ما تورینگ، ماشین ͷی توسط شده ارایه تابع

معادلند: زیر عبارات کنیم. توصیف را آن متناظر دودویی رشته ی و طبیعͬ

x = a02n + a12n−1 + ...+ an−12 + an •

i = 1, ..., n برای xi = 2xi−1 +ai ،x0 = a0 که به طوری  است موجود x0, x1, ..., xn دنباله •

.x = xn و

دودویی نمایش که است دنباله ای عدد t» ͬ گوید م که است موجود bin(x, t) فرمول Σ1 بنابراین،

ͷی z» ͬ کند م بیان که داریم Ψ1(m, y, z) مانند فرمول Σ1 ͷی بنابراین ͬ کند». م رمزنگاری را x از

y عدد از دودویی نمایش نوار، محتویات و شده کدگزاری m با که است تورینگͬ ماشین از ID

ͬ کند م بیان که کرد تعریف ͬ توان م را Ψ2(p,m, x) فرمول Σ1 ͷی فرمول، این از استفاده با است».

x از دودویی نمایش توسط m با شده کد تورینگ ماشین ID از معتبر دنباله  ͷی که است عددی p»

را آن و باشد m توسط شده کد تورینگ ماشین Φm کنید فرض ͬ دهد». م نمایش شروع در را نوار در

«Φm (x) = y» عبارت پس کنید. شناسایی Φm توسط شده تعریف (جزئͬ) محاسبه پذیر تابع ͷی با

نوشت زیر صورت به ͬ توان م را «Φm (x) ↓ y» یا

∃p
[
Ψ0 (p,m) ∧ ∃n, t0, t2, i < p (n = |p| ∧ p[0] = ⟨IM , t1, 0⟩

∧p[n] = ⟨q, t2, 0⟩ for some q ∈ Fm ∧ bin(x, t1) ∧ bin(y, t2)
)]
.



٢۶ حساب صوری نظریه های مشخصه ی ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ .۴ فصل

فرمولͬ را CT(d,m) باشد. PA در تعریف پذیر Σ1 دوسویی تابع ͷی f کنید فرض .٠ . ٢٧ . ۴ تعریف

tval(d, x) و ͬ دهد م ارایه mرا از متعارفͬ پایان که است ID ͷی کد d ͬ کند م بیان که بͽیرید نظر در

ͬ شود. م داده نمایش x توسط آن مقدار که نواری با است ID ͷی کد d ͬ کند م بیان که باشد فرمولͬ

فرمول جای به را Φf
m(x) ↓ y ما

∃p
[
Ψ2(p, f(m), x) ∧ ∃l(|p| = l ∧ CT(p[l],m) ∧ tval(p[l], y)

)]
با است معادل که ͬ دهیم م نشان Φf

m ↑ با را آن نپذیرد پایان متعارفاً Φf
m محاسبه ی اگر ͬ نویسیم. م

.∀p
[
Ψ2(p, f(m), x) −→ ¬∃l(|p| = l ∧ CT(p[l],m) ∧ tval(p[l], y)

)]
کوچͷ ترین که ͬ دهیم م Kfنمایش (n) با را f به نسبت nکولموگروف پیچیدگͬ ،n طبیعͬ عدد برای

کوچͷ ترین y» با را Kf (x) = y ͬ توانیم م باشد. برقرار Φf
k = n تساوی است که kای طبیعͬ عدد

کنیم. تعریف «∃pΨ2(p, f(m), 0, x) باشیم داشته که است mای

مشخصه ثابت دو است. PA توسیع که بͽیرید نظر در صوری سیستم ͷی را T .٠ . ٢٨ . ۴ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را rf,T و cf,T
.T 0 Kf (n) > k باشیم داشته ،n طبیعͬ عدد هر برای که است kای کوچͷ ترین cf,T

.T 0 Φf
e ↑ و Φf

e ↑ باشیم داشته که طوری به است eای کوچͷ ترین rf,T

بͽیرید. نظر در طبیعͬ عدد ͷی را l و باشد تورینگ ماشین ͷی M کنید فرض .٠ . ٢٩ . ۴ تعریف

همان را M l حالت های ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به که است تورینگͬ ماشین M l (١)

ͬ باشد. Mم l نهایی حالت تنها qf که طوری به بͽیرید نظر در qf جدید حالت Mبعلاوه ی حالت های

کنترل که زمانͬ ͬ دهد م فرمان آن به که باشد دستورهایی اضافه ی Mبه دستورات Mهمان l دستورات

ͬ شود. م متوقف qf حالت با و کند l را ارزش نوار M l ͬ کند، م وارد را FM در نهایی حالتͬ M l

به زیر جدید دستورهای و qf جدید حالت کردن اضافه از که تورینگͬ ماشین عنوان به M (l) (٢)

خروجͬ مقدار آنگاه کند، وارد را M از نهایی حالت M (l) اگر است: شده تعریف آمده دست به M

هیچ M (l) صورت این غیر در کند l+ 1 را نوار مقدار M (l) باشد l خروجͬ اگر کند؛ بررسͬ را نوار

ͬ شود. م متوقف و کرده وارد را qf ورودی M (l) بنابراین ندهد. انجام کاری
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بͽیرید. نظر در طبیعͬ عدد ͷی را l و بوده ورودی بدون تورینگ ماشین M کنید فرض .٠ . ٣٠ . ۴ لم

ͬ کند: م اثبات PA صورت این در

،(M ↑←→M l ↑) ∧ (M ↑←→M (l) ↑) (١)

،M l ↓−→M l ↓ l (٢)

،M (l) ̸ ↓l (٣)

.∀x ̸= l(M ↓ x←→M (l) ↓ x) (۴)

طویل پردازش ͷی ما .M ↑ کنید فرض کنیم. فرموله PA در را زیر برهان ͬ توانیم م ما (١) برهان.

یا M l اگر است. M (l) از پردازشͬ وقت ها بعضͬ و M l از پردازشͬ p که، ͬ دانیم م داریم. M از p

تناقض ͷی که ͬ باشد م M (l) یا M l از پایان دار پردازش ͷی از توسیعͬ p آنگاه شوند متوقف M (l)

داریم بنابراین است.

.M ↑−→M l ↑ ∧M (l) ↑

از پایان دار پردازشͬ به را p ͬ توانیم م .M ↓ باشیم داشته p مانند پایان دار پردازشͬ با که کنید فرض

از پایان دار پردازشͬ p چون که نحو این به دهیم توسیع خاص حرکت های بعضͬ کردن اضافه با M l

ͬ دهیم Mم l کنترل به را q′f این ما ͬ شود؛ م متوقف و پذیرفته پایان ای q′f نهایی حالت در لذا Mاست

برای .M l پس↓ ͬ شود م متوقف qf نهایی حالت با M l ،٠ . ٢٩ . ۴ تعریف طبق صورت این در که

پایان دار پردازش های تمام و کرده رجوع M (l) دستورات تغییر به ،M (l) از پایان دار پردازشͬ ارایه ی

ͬͺی حداقل که ͬ کند م اثبات PA بنابراین ͬ کنیم. م لیست را ͬ دهند م توسیع را p که M (l) از ممͺن

نامزدها آن از ͷی کدام ͬ کنیم نم معلوم ما حال هر به ͬ یابد، م تحقق M (l) توسط که ͬ شود م پیدا

ͬ کند. م ثابت را M ↓−→M l ↓ ∧M (l) ↓ ،PA بنابراین ͬ یابد. م تحقق

نهایی حالت تنها که آنجایی از داریم. M l از پایان دار پردازشͬ ما .M l ↓ که کنید فرض (٢)

حاوی که نهایی ID با پردازش این ͬ بایست م ،٠ . ٢٩ . ۴ تعریف او̰ل بند به توجˁه با پس است qf ،M l

.M l ↓ l که ͬ دهد م نتیجه این و یابد پایان است l خروجͬ و qf نهایی حالت

حالت با M (l) اگر زیرا ͬ آید. م دست به ٠ . ٢٩ . ۴ تعریف دو̰م بند از وضوح به قسمت این (٣)

ادامه را خود پردازش های تورینگ ماشین ،٠ . ٢٩ . ۴ تعریف طبق شود، متوقف l خروجͬ و q′f نهایی
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گاه هیچ لذا ͬ شود. م متوقف qf نهایی حالت با و کرده l + 1 را ارزش نوار پردازشͬ با و داده

.M (l) ↓ l

ای q′f نهایی حالت با M از p مانند پایان دار پردازشͬ ما .M ↓ l و x ̸= l که کنید فرض (۴)

x ̸= l چون و ͬ کند م وارد را نهایی حالت این M (l) ،٠ . ٢٩ . ۴ تعریف دو̰م قسمت به توجه با داریم.

x نواری ارزش همان با و کرده وارد را qf نهایی حالت و نداده انجام نوار روی کاری هیچ است

(خلف) فرض .M (l) ↓ x و x ̸= l که کنید فرض عکس برای .M (l) ↓ x پس ͬ شود. م متوقف

او̰ل، حالت .M ↓ y و y ̸= x که دارد وجود ای y یا M ↑ یا صورت این در .M ̸ ↓x که ͬ کنیم م

با متناقض که M (l) ↑ ͬ بایست م لم، همین بند او̰لین به توجˁه با زیرا باشد برقرار ͬ تواند نم ،M ↑

روند به توجه با باشد y ̸= l اگر زیرا باشد. برقرار ͬ تواند نم نیز ،M ↓ y دو̰م، حالت است. فرض

سو̰مین با M (l) ↓ l باشد y = l اگر و است؛ y ̸= x با متناقض که M (l) ↓ y رفت، قسمت اثبات

است. تناقض در لم همین بند

φ←→ Dφ ↑ ،PA که طوری به است Dφموجود تورینگ ماشین ،φ جمله Π1 هر برای .٠ . ٣١ . ۴ لم

ͬ کند. م ثابت را ¬φ←→ Dφ ↓ 0 و

را جمله ها ∆0 مقادیر درستͬ که بسازیم طوری را D0 مانند تورینگ ماشین ͷی ͬ توانیم م ما برهان.

برخͬ برای اگر ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را D1 تورینگ ماشین D0 از استفاده با ارزیابی کند.

این در بدهیم، D0 به ورودی عنوان به را ،p∀xφ(x)q ،∀xφ(x) گودل عدد ،φ(x) فرمول های ∆0 از

D1 اگر تعیین کند. n = 0, 1, ... برای ͬͺی ͬͺی D0 از استفاده با را φ(n) هر درستͬ D1 صورت

در بدهد؛ را 0 خروجͬ و شده متوقف D1 آنگاه است، نادرست φ(n) ها n بعضͬ برای که دریافت

ماشین عنوان به را D(pτq) ، τ جمله ی Π1 هر برای دهد. افزایش را n مقدار D1 صورت این غیر

پردازش ها، روی استقراء با کنیم، فرض PA در را φ اگر ͬ گیریم. م نظر در Dτ ورودی بدون تورینگ

با متناظر Dφ از p پایان دار پردازش دیͽر، طرف برای داریم. Dτ از طولانͬ دلخواه طور به پردازش

پردازشͬ p که کنیم اثبات ͬ توانیم م است، PA در ¬φ که این فرض با است. تعریف پذیر PA در ¬φ

.D1 ↓ داریم لذا و است D1 برای معتبر

است موجود AS,T تورینگ ماشین صورت این در بͽیرید. نظر در را T و S نظریه های .٠ . ٣٢ . ۴ لم
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AS,T کند ثابت ͬ تواند نم T و S از کدام هیچ ،n هر برای و ͬ  شود نم متوقف AS,T که طوری به

کند. ثابت را AS,T توقف عدم ͬ تواند نم T و S از ͷی هیچ نتیجه در ͬ دهد. نم را n خروجͬ

که طوری به بیاوریم دست به را AS,T تورینگ ماشین ͬ توانیم م بازگشت قضیه از استفاده با برهان.

یافت اگر و کرده جستجو T و S از ͷی هر در را AS,T ̸ ↓n شͺل به قضیه ͷی برای برهان ͷی AS,T

را AS,T ̸ ↓m ،T یا S ها، m بعضͬ برای که کنید فرض شود. متوقف و بدهد خروجͬ عنوان به را n

AS,T ̸ ↓n ،T یا S از ͬͺی و AS,T ↓ n که طوری به است موجود n مانند عددی بنابراین کند. اثبات

درست جمله ی Σ1 آن که ͬ کنند م ثابت زمانͬ را AS,T ↓ n ،T و S دوی هر اما ͬ کند. م ثابت را

ͬ باشد. م T سازگاری یا S سازگاری با متناقض این که باشد.

مشخصه ثوابت

انتخاب با ͬ تواند م cT که کرد ثابت و ͬ دهد نم نشان را T پیچیدگͬ cT که کرد استدلال راتیͺاینن

عنوان تحت ادامه در که شود ساخته بزرگ دلخواه طور به یا صفر جهانͬ تورینگ ماشین مناسب

rT با که کرد مطرح هم را دیͽری مقدار وی کرد. خواهیم بیان ٣۶ . ٠ . ۴ قضیه و ٣۵ . ٠ . ۴ قضیه

کرد. تعریف cT مشابه روشͬ در جهانͬ تورینگ ماشین ͷی و T به نسبت را آن و داده نشان

تعریف پذیر جایͽشت و T شده مشخص متناهیاً و صحیح صوری سیستم هر برای .٠ . ٣٣ . ۴ قضیه

موجودند. rf,T و cf,T ،PA در f

.T 0 Kf (x) > c به طوری که است موجود c طبیعͬ عدد یعنͬ است موجود cf,T ͬ دهیم م نشان برهان.

برای که داریم تورینگͬ ماشین ،k هر برای کنید: تعریف زیر به صورت را i محاسبه پذیر تام تابع

ͬ شود. م متوقف x خروجͬ با کرد پیدا اگر و کرده جستجو T از را Kf (x) > k برهان xها تمامͬ

کارآمد طور به بازگشت، قضیه با بͽیریم. نظر در i(k) را ماشین این اندیس کارآمد، طور به ͬ توانیم م

باشیم داشته x طبیعͬ عدد برای اگر .Φc ≃ Φi(c) که طوری به بیابیم c مانند اندیسͬ ͬ توانیم م

فرض با متناقض این که Kf (x) ≤ c داشت خواهیم ،Φi(c) ≃ Φc ↓ x یعنͬ ،T ⊢ Kf (x) > c

در را Φi(k) مانند تورینگ ماشین ͷی است. موجود rf,T که ͬ دهیم م نشان حال است. T صحت
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موجود cای بازگشت قضیه از استفاده با شود. متوقف آنگاه T ⊢ Φk ↑ اگر که طوری به بͽیرید نظر

T ⊢ Φc پس↑ Φi(c) ↓ آنگاه Φc ↓ اگر چون ͬ شود نم متوقف Φc .Φi(c) ≃ Φc به طوری که است

بنابراین، ͬ شود، م متوقف Φi(c) پس ،T ⊢ Φc ↑ اگر .Φc ↑ بنابراین دارد، تناقض T صحت با که

.T 0 Φc ↑ داریم پس است. تناقض که ͬ شود م متوقف Φc

شمارشͬ با متناظر که باشد جهانͬ تورینگ ماشین ͷیΦ و نظریه ͷیT کنید فرض .٣۴ . ٠ . ۴ تعریف

است. ورودی بدون تورینگ ماشین های تمام از بازگشتͬ

y طبیعͬ عدد کوچͷ ترین ،K(x) ،x کولموگروف پیچیدگͬ ،y و x طبیعͬ اعداد برای (PA) .١

.Φy ↓ x که است ای

قضیه هیچ T ،x طبیعͬ عدد هر برای که است ای y کوچͷ ترین ،T از cT مشخصه ثابت .٢

نکند. ثابت را y < K(x) فرم به ای

کند. ثابت را آن توقف عدم ͬ تواند نم T و ͬ شود نم متوقف Φi که است ای i کوچͷ ترین rΦT .٣

تورینگ ماشین موجودند. T صوری نظریه هر برای rT و cT که دادیم نشان ٠ . ٣٣ . ۴ قضیه در

ͬ کنیم. م مشخص rΦT با rT و cΦT با cT ،KΦ با K دادن نشان با را Φ جهانͬ

ͬ تواند م ،cT شایتین، مشخصه ثابت باشد، PA توسیع که T صوری نظریه هر برای .٣۵ . ٠ . ۴ قضیه

باشد. صفر

شده داده طبیعͬ اعداد به تورینگ ماشین های از π او̰لیه دوسویی رمزنگاری که کنید فرض برهان.

داده n عامل به (نسبت πn رمزگزین تابع کرد. شمارش ... و Φ1 و Φ0 با را آن ها توان مͬ و است

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را شده)

πn(x) =


0 x = n

x+ 1 x < n

x x > n.
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جدید رمزنگاری کارآمد طور به ͬ توان م شده، داده n عدد و π اولیˁه رمزنگاری برای که است واضح

Kn جدید رمزنگاری این به نسبت را کولموگروف پیچیدگͬ آورد. دست به را πn توسط شده تعیین

حسابی کولموگروف پیچیدگͬ .Kn(x) = µz
(
∃y[πn(y) = z ∧ Φy ↓ x]

)
که طوری به ͬ نامیم م

این برای ساخت. ͬ کند م تعریف اولیˁه) رمزنگاری (برای را آن که صوری فرمول ͷی ͬ توان م و است

ͬ کند م تعریف را Kn شده داده n برای که فرمولͬ کارآمد طور به ͬ توان م زمانͬ شده، داده فرمول

گودلِ عدد برای بعلاوه، باشد. πn از فوق تعریف صوری سازی از استفاده با سادگͬ به که یافت

ͬ توان م زمانͬ و کرد. پیدا را اخیر فرمول گودلِ عدد کارآمد طور به ͬ توان م شده، داده قبلͬ فرمول

xای حداقل که یافت است) m اولیˁه رمزنگاری از آن رمز (که Φm تورینگ ماشین کارآمد طور به

xای چنین (اگر یافت که زمانͬ و PrfT؛
(
x, pKn(p) > 0q

)
، pها بعضͬ برای که جستجو کند را

ماشینͬ که است آن وقت حال چاپ کند. را p ثابت کند، را این که x هر برای باشد) داشته وجود

غیر طور به باشد. Knداشته در n عامل عنوان به را اولیˁه اش رمز عدد و کرده عمل این شبیه که بیابیم

عدد هر برای شود، شروع 0 از باشد: شده تعریف زیر صورت به ͬ توانست م مطلوب ماشین رسمͬ،

Ke(p) > 0 شͺل به فرمول ͷی از برهانͬ گودلِ) عدد ͷی) pها، بعضͬ برای آن آیا که کند بررسͬ

است شده ثابت آن برای حقیقت این که p ویژه ی عدد شد، پیدا قضیه ای چنین اگر نه. یا است

تابع باشد: شده دستکاری زیر صورت به ͬ تواند م خودارجاع این بیشتر، رسمیت با کند. چاپ را

(اولیˁه) رمز عدد f(n) = m ،Kn در شده داده n عامل برای که طوری به دارد وجود f(x) بازگشتͬ

دارد وجود eای عدد بازگشت، قضیه از استفاده با است. کردیم توصیف بالا در که تورینگͬ ماشین

که ͬ کند نم بیان بازگشت قضیه برهان بعلاوه، ͬ کنند. م محاسبه را تابع همان Φe و Φf(e) که طوری به

چنین ͷی کارآمد طور به ͬ توان م بنابراین، ͬ سازد. م را آن صریحاً بلͺه است موجود عدد eای چنین

هر برای نتیجه در و شد نخواهد متوقف هرگز برنامه این که ͬ دهد م ادامه حال، هر به یافت.  eای

متوقف e برنامه کند، ثابت را قضیه ای چنین ͬ توانست م اگر کرد. ثابت را Ke(p) > 0 ͬ توان نم ،p

گودل عدد کوچͷ ترین با برهان ͷی توسط آن برای قضیه که ͬ کند م چاپ را p عدد و شد خواهد

πn با شده تعیین رمزنگاری در امˁا ͬ باشد. م Φe رمز بیشترین p پیچیدگͬ بنابراین بود. اثبات قابل

فرض با داشتیم. را Ke(p) > 0 اثبات دیͽر طرف از .Ke(p) = 0 لذا و (πe(e) = 0) است 0 آن

ͬ باشد. م تناقض که است. درست این صحˁت،



٣٢ حساب صوری نظریه های مشخصه ی ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ .۴ فصل

ͬ تواند م ،cT شایتین، مشخصه ثابت باشد، PA توسیع که T صوری نظریه هر برای .٣۶ . ٠ . ۴ قضیه

باشد. بزرگ دلخواه طور به

به ͬ شود. م متوقف و کرده چاپ را T اصول که باشد تورینگͬ ماشین Φ که کنید فرض برهان.

که است قوی کافͬ قدر به T که کنید فرض و باشد. 1 ماشین این رمز که ͬ کنیم م فرض سادگͬ

ͬ شود. م متوقف و کرده چاپ را اصولش Φ کند ثابت

نظر در q100q1 صورت به را بعدی تورینگ ماشین است. شده داده نشان IΦ با اولیˁه حالت

در حتماً بدیهͬ حقیقت این و ͬ کند نم کار به شروع حتͬ تورینگ ماشین این که است واضح بͽیرید.

تعیین زیر طریق به را رمزنگاری ͷی حال است. اثبات قابل ابتدایی حساب شامل صوری نظریه هر

.(n = 10101010
مثال طور (به ببرید بالا را n مقدار و بͽیرید نظر در 2 را بالا تورینگ ماشین رمز کنید:

نظر در شده تکرار بار k − 1 که q100q1 دستور شامل را Φk تورینگ ماشین ،k ≤ n هر ازای به

ͬ کنند نم چاپ چیزی ماشین ها این از ͷی هیچ که کرد ثابت T در ͬ توان م که است بدیهͬ بͽیرید.

بͽیرید نظر در IΦ01q1 دستور شامل را Φn+1 تورینگ ماشین حال ͬ کنند). نم هم کار به شروع (حتͬ

PA در همواره ماشین این عملͺرد ͬ شود. م متوقف و کرده چاپ را 1 عدد ماشین اینکه یعنͬ این و

،٣۴ . ٠ . ۴ تعریف طبق لذا کنیم. ثابت T در را K(1) > n ͬ توانیم م ما بنابراین، است. اثبات قابل

بزرگ تر ͬ تواند م n عدد البته، و باشد. این از بزرگ تر حتͬ ͬ بایست م ،cΦT ،T نظریه مشخصه ی ثابت

شود. انتخاب ما خواسته از

است. 1 رمزنگاری این تحت T اصول پیچیدگͬ فوق، قضیه اثبات روند به توجه با .٠ . ٣٧ . ۴ نتیجه

از بیشتری پیچیدگͬ که کند اثبات را خاص (عدد) رشته ͷی ͬ تواند م T رمزنگاری، این تحت لذا

یا اطلاعاتͬ محتوای cΦT که شایتین، نتیجه از عمومͬ تعبیر ترتیب، این به پس دارد. خودش اصول

پیچیدگͬ با شیئͬ هیچ کند ثابت ͬ تواند نم T و ͬ کند م اندازه گیری را T صوری نظریه قدرت میزان

ͬ شود. م رد دارد، وجود cΦT از بیشتر کولموگروف

.rΦT ≤ cΦT داریم Φ جهانͬ تورینگ ماشین و T نظریه ی هر برای .٠ . ٣٨ . ۴ گزاره

ثابت T نباشد. برابر {Φ0,Φ1, ...,ΦrT−1} ͬ های خروج با که بͽیرید نظر در طوری را n برهان.

جمله ای Φi اگر چون ͬ کند. نم تولید را n ،i < rT برای Φi تورینگ ماشین های از ͷی هیچ که ͬ کند م
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است، شده بیان Σ1‐جمله ͷی توسط کند، متوقف ͬ دهد، م را m خروجͬ Φi ͬ کند م ادعا که را

اثبات قابل هم Φi ̸ ↓n ،rT کمینگͬ با نکند، متوقف Φi اگر و است؛ اثبات قابل T در Φi ̸ ↓n بنابراین

ͬ باشد. م rT − 1 < cT بنابراین است، rT − 1 < K(n) که ͬ کند م ثابت T است.

دادن قرار با بنابراین بود، خواهد cSو cT ≤ i آنگاه باشد AS,T ،Φi اگر که باشید داشته توجه

بسازیم. rT = rS = cT = cS ͬ توانیم م ،Φ0 = AS,T

جهانͬ تورینگ ماشین ͷی Φ و هستند PA توسیع که بͽیرید نظر در را T و S نظریه دو .٠ . ٣٩ . ۴ لم

صورت: این در نیست. S در ولͬ است اثبات قابل T در که بͽیرید نظر در را τ Π1‐جمله ی است.

.rS < rT داشت خواهیم آنگاه باشد، D(0)
τ یا D0

τ از ͬͺی Φ0 اگر .١

.cS < cT داشت خواهیم آنگاه باشد، {Φ0,Φ1} = {A(0)
S,T, D

0
τ} اگر .٢

D0
τ ↑←→ D(0) ↑←→ Dτ ↑←→ τ ،PA ،٠ . ٣١ . ۴ لم و ٠ . ٣٠ . ۴ لم او̰ل بند به توجه با .١ برهان.

عدم و ͬ شود نم متوقف که است اندیسͬ کم ترین با تورینگ ماشین ͷی Φ0 بنایراین ͬ کند. م اثبات را

.rT > 0 و rS = 0 بنابراین نیست. اثبات قابل S توسط آن توقف

باشد. {Φ0,Φ1} = {A(0)
S,T, D

0
τ} که بͽیرید نظر در طوری را Φ جهانͬ تورینگ ماشین .٢

کدام هیچ D0
τ بنابراین ͬ شود. نم متوقف Dτ ،τ با .cT > 1 داشت خواهیم T در زیر برهان با

.1 < K(0) رو این از است. نشده تولید D0
τ و A(0)

S,T توسط 0 لذا و .D0
τ ̸ ↓n ،n هر برای ͬ باشد. نم

A
(0)
S,T از ͷی هیچ S که داشت خواهیم nای نباشد، چنین اگر است. cS ≤ 1 که ͬ کنیم م ثابت حال

،٠ . ٣٠ . ۴ لم چهارم بند به توجه با باشد، n ̸= 0 اگر ͬ کند. نم اثبات ͬ کنند، م تولید را n که را D0
τ و

که کنید فرض ͬ باشد. م AS,T ساخت روند با متناقض که حالͬ در ͬ کند م اثبات را AS,T ̸ ↓n ،S

را τ و Dτ ↑ بنابراین .D0
τ ↑ که ͬ کند م ایجاب D0

τ ̸ ↓n ،٠ . ٣٠ . ۴ لم دو بند به توجه با باشد. n = 0

.cS < cT داریم و کند اثبات را τ ͬ تواند نم S فرضمان به توجه با امˁا داریم.

تورینگ ماشین ͷی از m0ای کد آنگاه باشد. LA در 0∆‐فرمول ͷی ψ(x) کنید فرض .۴٠ . ٠ . ۴ لم

به طوری که است موجود
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و PA ⊢ ψ(x)←→ Φm0(x) ↓ 1

.PA ⊢ ¬ψ(x)←→ Φm0(x) ↓ 0

در ͬ شود م تعریف ادامه در که را Φm0 تورینگ ماشین و دلخواه 0∆‐فرمول ͷی را ψ(x) برهان.

ψ(x) برای برهانͬ اگر و کرده جستجو را PA از ¬ψ(x) یا ψ(x) برای برهانͬ Φm0 بͽیرید: نظر

0 خروجͬ و شده متوقف یافت ¬ψ(x) برای برهانͬ اگر و بدهد را 1 خروجͬ و شده متوقف یافت

اگر و Φm0؛ ↓ 1 ،Φm0 ساخت روند به توجˁه با اینصورت در ،PA ⊢ ψ(x) که کنید فرض بدهد. را

فوق، توضیحات به توجˁه با اینصورت در Φm0 ↓ 1 اگر عکس، برای .Φm0 ↓ 0 آنگاه PA ⊢ ¬ψ(x)

برای برهانͬ Φm0 ،Φm0 ↓ 0 اگر و .PA ⊢ ψ(x) پس است؛ یافته PA از را ψ(x) برای برهانͬ Φm0

.PA ⊢ ¬ψ(x) پس است؛ یافته PA از را ¬ψ(x)

ماشین ͷی از m مانند کدی آنگاه باشد. LA در 0∆‐فرمول ͷی ψ(x) کنید فرض .۴٠ . ١ . ۴ لم

به طوری که است موجود تورینگ

.PA ⊢ ∀xψ(x)←→ Φm ↑

در ψ(x) برای ͬ توانیم م ۴٠ . ٠ . ۴ لم به توجه با که باشد تورینگͬ ماشین Φm0 کنید فرض برهان.

باشد: است شده بیان زیر در که C برنامه با متناظر تورینگ ماشین ͷی Φm کنید فرض بͽیریم. نظر

while (ψ(x))

Do x := x+ 1

که ͬ کند م ذخیره را x مقدار Φm است. Φm اولیه حالت IM ͬ دهیم. م توضیح دقیق تر را Φm

پس باشد، 0 مقدار اگر ͬ کند. م ارزیابی Φm0 نقش با را ψ(x) ،Φm پس کنیم. بازیابی بعداً ͬ توانیم م

قطعه به x مقدار پس باشد 1 مقدار اگر ͬ شود. م متوقف و شده وارد qf یͺتای و نهایی حالت به

وارد IM را اولیه حالت و ͬ دهد م افزایش 1 توسط را x مقدار Φm پس ͬ شود. م بازیابی نوار اولیه

ͬ کند. م

ͬ توانیم م باشیم. داشته را ∀xψ(x) کنید فرض ͬ کنیم. م کار PA در ما ͬ دهیم. م نشان را لم حال،

دارد: دلالت زیر ادعای بر که دهیم نشان LA در فرمولͬ
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حالت دارای نهایی ID که است موجود 0 ورودی با Φm از پردازشͬ ها، n تمام برای .۴٠ . ٢ . ۴ ادعا

است. n نوار محتوای و بوده اولیه

است. n = 0 برای پردازشͬ ⟨IM , bin(0), 0⟩ فرد به  منحصر ID با پردازش که است واضح این

نهایی ID که است موجود 0 ورودی با Φm از پردازشͬ استقراء، فرض با باشد. n ≥ 1 کنید فرض

ͬ توانیم م داریم. Φm0 ↓ 1 برای را pn پردازش های ،∀xψ(x) چون است. ⟨IM , bin(n− 1), 0⟩ آن

باشیم. داشته آمده به دست قبلا́ که x + + اجرای برای پردازشͬ و کرده الحاق را pn پردازش های

.Φm ↑ داریم نتیجه در و است برقرار ادعا بنابراین، داریم. را ⟨IM , bin(n), 0⟩ نهایی ID با پردازشͬ

ادعای بر که کنیم بیان LA در فرمولͬ ͬ توانیم م باشیم. داشته را Φm ↑ که کنید فرض عکس، برای

دارد: دلالت زیر

نهایی ID به طوری که است موجود 0 ورودی با Φm پردازش nها، تمام برای .۴٠ . ٣ . ۴ ادعا

.ψ(n− 1) داریم آنگاه باشد n 0 اگر و است ⟨IM , bin(n), 0⟩

باشد. n ≥ 1 کنید فرض است. واضح n = 0 برای ͬ کنیم. م اثبات n روی استقرا با را ادعا این

⟨IM , bin(n− 1), نهایی⟨0 ID به طوری که است موجود 0 ورودی با Φm پردازش استقراء، فرض با

دارد. وجود پردازشͬ Φm0(n − 1) ↓ 1 یا Φm0(n − 1) ↓ 0 برای ،۴٠ . ٠ . ۴ لم به توجه با است.

فرضمان با متناقض این .Φm ↓ داریم و کرده وارد را qf کنترل ،Φm0(n − 1) ↓ 0 که حالتͬ در

۴٠ . ٠ . ۴ لم به باتوجه درنتیجه، است. موجود Φm0(n − 1) ↓ 1 برای پردازشͬ بنابراین، ͬ باشد. م

درست ادعا بنابراین دهیم. افزایش n به n− 1 از را x ارزش نوار ͬ توانیم م حال، .ψ(n− 1) داریم

.∀xψ(x) داریم ادعا، به توجه با لذا است.

و اصل پذیر بازگشتͬ طور به صحیح، صوری نظریه های ،S و T که کنید فرض .۴۴ . ٠ . ۴ قضیه

معادلند: زیر گزاره های باشد. S < T که طوری به باشند PA توسیع

.S 0 θ اما T ⊢ θ داریم به طوری که است موجود θ Π1‐جمله ی .١

.rS < rT داریم به طوری که است موجود تورینگ ماشین های از شمارشͬ .٢
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ͬ کند. م ارضا را (١) که بͽیرید نظر در Π1‐جمله ای را θ و باشد برقرار (١) که کنید فرض برهان.

از m مانند کدی که گرفت نتیجه ͬ توان م ۴٠ . ١ . ۴ لم از استفاده با ،S 0 θ و T ⊢ θ که آنجایی از

ثابت تعریف به توجˁه با بنابراین، .S 0 Φm ↑ و T ⊢ Φm ↑ که دارد وجود تورینگ ماشین ͷی

باشد. rS < rT که کنید فرض عکس، برای .rS < rT لذا rS ≤ m و m < rT راتیͺاینن، مشخصه

کند. اثبات را آن ͬ تواند نم S که حالͬ در ͬ کند م اثبات را ΦrS ↑ Π1‐جمله ی ،T اینصورت در

فقط و اگر rS < rT جهانͬ تورینگ ماشین های از برخͬ برای که کردیم ثابت ۴۴ . ٠ . ۴ قضیه در

عنوان به نیز این که نیست اثبات قابل S در که باشد موجود T در اثبات قابل جمله ی ‐Π1 اگر

ͬ آید. م دست به زیر قضیه از نتیجه ای

معادلند: زیر گزاره های هستند. PA توسیع که بͽیرید نظر در را T و S نظریه دو .۴۵ . ٠ . ۴ قضیه

نیست. S در ولͬ است اثبات قابل T در که است موجود τ مانند Π1‐جمله ای .١

ͬ باشد. م cS < cT و rS = rT جهانͬ، تورینگ ماشین های از برخͬ برای .٢

ͬ باشد. م cS < cT و rS < rT جهانͬ، تورینگ ماشین های از برخͬ برای .٣

ͬ باشد. م cS = cT و rS < rT جهانͬ، تورینگ ماشین های از برخͬ برای .۴

که بͽیرید نظر در طوری را Φ جهانͬ تورینگ ماشین باشد. برقرار (١) که کنید فرض برهان.

چون طرفͬ از داریم. را cS < cT ،٠ . ٣٩ . ۴ لم دو بند به توجه با باشد. (Φ0,Φ1) = (A
(0)
S,T, D

0
τ )

در را rS = rT = 0 ،٠ . ٣٠ . ۴ لم او̰ل بند لذا ͬ کند نم اثبات را A(0)
S,T ↑ ،T و S از کدام هیچ

که این و ٠ . ٣٩ . ۴ لم او̰ل بند و (٢) گرفتن نظر در با است. درست (٢) نتیجه در دارد. پی

(Φ0,Φ1) = ͬ دهیم م قرار ،(۴) برای داشت. خواهیم را (٣) است (Φ0,Φ1) = (D0
τ , A

(0)
S,T)

داریم پس شده، محدود AS,T توسط و یافته ترقͬ (0) عملͽر با مشخصه ثابت چون .(D(0)
τ , AS,T)

،T که طوری به است موجود nای طبیعͬ عدد باشد، cS < cT اگر عکس، برای .cS = cT = 1

Φi ̸ ↓n ،S است، i < cT که iها از برخͬ برای ͬ کند. م ثابت را Φ0 ̸ ↓n ∧ Φ1 ̸ ↓n ∧ ... ∧ ΦcT ̸ ↓n

اثبات را ΦrS ↑ Π1‐جمله ی ،T آنگاه باشد rS < rT اگر است. Π1جمله ͷی که ͬ کند نم ثابت را

کند. اثبات را آن ͬ تواند نم S که حالͬ در ͬ کند م



٣٧ حساب صوری نظریه های مشخصه ی ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ .۴ فصل

cS < cT کنیم ثابت تا است S از قوی تری نظریه ی T کنیم فرض که نداریم نیازی ما .۴۶ . ٠ . ۴ تذکر

کران دار جهانͬ تورینگ ماشین ͷی به نسبت rT و cT بین اختلاف دیͽر، طرف از .rS < rT یا

نیست.

ماشین ،n دلخواه طبیعͬ عدد هر و Φ ورودی بدون جهانͬ تورینگ ماشین هر برای .۴٠ . ٧ . ۴ گزاره

.rΨT + n < cΨT و rΦT = rΨT ،KΦ = KΨ که طوری به است موجود Ψ جهانͬ تورینگ

برای که طوری به ͬ کنیم م تعریف جهانͬ تورینگ ماشین ͷی ،l ≤ rΦT + n + 1 هر برای برهان.

ͬ تواند نم l که ͬ کند م ثابت T شود. برقرار Ψli = Ψ
(l)
lj که نباشد موجود ای j ،i ≤ rΦT + n هیچ

.rΦT + n < Kψl(l) داریم نتیجه در و باشد شده تولید ΨlrΦT+n و ... و Ψl1 و Ψl0 از ͷی هیچ توسط

.rΦT = rΨl
T داریم ͬ کند، م ثابت را Φi ↑←→ Ψli ↑ ،i ≤ rΦT + n تمام برای T چون دیͽر، طرف از

و Ψl0 ͬ های خروج مجموعه ی را N ͬ کند. م ارضا را KΦ = KΨl همواره ها l این از ͬͺی حداقل

ͬ توانیم م است، عضو rΦT + n + 1 حداکثر شامل N چون بͽیرید. نظر در ΨlrΦT+n و ... و Ψl1

نتیجه در و rΦT+n < KΦ(l0) داریم پس ͬ شود. نم ظاهر N در که بͽیریم نظر در l0 ≤ rΦT+n+ 1

است. برقرار KΦ = KΨl0
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Abstract

By formalizing Berry’s paradox, Vopěnka, Chaitin, Boolos and others proved
the incompleteness theorems without using the diagonal argument. In this Thesis,
we examine these proofs closely and show their relationships. Firstly, we show
that one can use the diagonal argument for proofs of the incompleteness theorems
based on Berry’s paradox. Then, we show that an extension of Boolos’ proof can
be considered as a special case of Chaitin’s proof by defining a suitable Kolmogorov
complexity.
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